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III. Specimen Methodi Generalis determinandi 
Figurarnm QnadraturaJ. Antore Jo. Craig. 



Ad D. Ceorgium Cbeynoeum , M. D. 

FAcile crcdas, Vir Eruditiffime, mihi non parum 
arridere, quod Methodus , qu3 ufus f iim in deter- 
minandis Figurarum Quadraturis, tantopere a D. Leib- 
nitio & te probata fuerit ; ut ille alteri cuidam a fe 
inventae non-nihil fimilem aghofceret. Tu vi r6 ut con- 
jeduram ieceris ei non multo abfimilem eflc iliam qu$ 
utitur D. Newtonus 5 eundemque ipfe tanto cum fuc- 
ceflu fequaris, ut Methodus Calculi differentialis itiver- 
fa incredibili incremento jam a te promota fit in Libro 
tuo, quem D. Archibaldo Pitcarnio Patriae noftrae & fce- 
culi , hujus Ornamento infcripfifti. Sed multa ( ut 
ndfti ) ad Methodum illam inverfam perflciendam ne- 
ceffaria adhuc invenienda fuperfunt. Ego Tibi rerum 
harum judici peritiffimo rationes aliquot breviter ex- 
ponam, qux faciunt ut reliqua per Methodus ha&enus 
ufurpatas aon poffe obtineri putem. 

Et primo quidem, cfcm ex data relatione inter z & 
y , quscritur/.- z dy t omnes iUse Methodi poftulant ut 
2 per y ck datas exprimatur ; quod tamen fieri non 
poteft, quando aequatio relationem lllam definiens ul- 
tra Cubicam vel Bi-quadraticam afcendit. Nam , non 
fine magno hujus fcientias opprobno, hseret hic adhuc 
Algebra ' Vulgaris. Secundo, quamvis regula mnotefceret 

generalis 
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generalis inveniendi Radices cequationum cnjufcutique 
graduv ; hulc ramen Method<? inverfa: ^rorfiis forct i-i- 
utilis : Rad x emm s&iurms ram comp'""aas invoWere- 
tar, ut nuiia a<-te ( rneTxTus togr»'ta ) a differcnrial.i 
ad Integralem - ;;reiTus dari pr^j.t. Ob has rationes, 
Vir clariffimc, a! ; as /us & (favcnu; Dso) jonatu r.oa 
prorfus irrico rem luru aggreifus. £t quia h his me 
quaedam tibi non dilpli» i'ura invenifk ipero, ideo eurum 
Specimen Tibi publice impertiri conlutui. Frccor in- 
terim ut Dcus Otium tibi fck vitam, ut Geotnerriam 
ac Medicinam ad talem perduca-. peacdrionem, cia- 
lem in utraque editae a Te Primkire merito expeclare 
faciunt. 

Amicum Tibi devineftiffimum , 



Gillingham, 
2,2 Apr. 1703, 



fo, Craig. 
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SI T z" 4^ a y" = ^ 7 -' f a.r i uatio exprimcrs refjrtonem 
inter Ordinatam 7. '6c abciiTiTi y , in qua hxp^r.ntes 
m, n, e, r, dcnount quoflibct Nuni-.r^s, Int^i-ios \,ci rr.ictoi", 
Aifumitivos vei Ncgitivu». fwatur r — u ~ t Lrit 
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rn-— c x c-j-i-t-rx e+i bB 2C-|-i 2c4-i < 

. , _. H- - z y T 
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mx 2C-j-r-j-n x 2„4->r 



in — c>; 2c4~<4-r x zc-j-i bC 3e4~i 3c4/~i 

. 1 .... J-, — 2 y 

m y, 3 c-i-A -j-n x jC-f-i 



m — e>? 3C-pi4,-rx jc4/-i bD 4C^-r 4c4/-i i 

«.,..,^,^._ .---.., . 4/- — 2: y ' 

- a 

m x 4c4-i4-n x 4'w-J-i 

m — wX4c J -i+rx 4^4-1 bF, 5e4^-i 5C-f-i i f v 

. . — .— 4 z y T" Df< 



mx 5 c— ] - i 4/-n * 50-f-i 

Dehac Seris haec funt notanda : (1.) Qudd lircrae 
tnajufcula? B, C, D ckc. defignent coefficient.es tumi- 
norum ipfis immediate prxcedentium : ( x. ) Q^od 
exhibcat Quad^aturas omn.um Figuratum Quadrabdium, 
qu rum Curvae pct ^quauonem trium terminorom ckfi- 
murku;' : (3.) £t q^bd (cmper fint Qyad.abiles , 

cruindo S p : ~ r —_ efl numerus integer & amYmativus, 
1 inn — rn.— en 

qucm ■< vCtmu^ 1. (4. ) Speciafim 1 4/-i"dac numcrum 
Terminoiuni ( ab initio fumptoruT.) Scrici Arcam qux- 
fiiam coiifti-yccTtium : ( ). ) Qno-j il ^onatur e ~ o, 
mutabitur Lxc Series in Ceieb.c lh ^rcma Newtonia- 

num 
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num pro Binomio communi ; 8c prcinde hoc Theorcma 
eft hiijus Seriei cafus fpeciaiis & fimplex ; ( 6. ) Cutit 
fit Appiicatio hujus Seriei ad Figuram particularem, ha? 
regylae jfunt obfervandie. r 8 * Reducatur> asquatio Cur- 
vam datam defmiens ad formam generaferm. &excorr> 
paratione partkukris cum generalt iovenientur coeiScien- 
tes a, b ; ut & exponentes m, n, e, r. Secunda» Si ex> 
ponentes fic detttminati non faciant I nuracrum ime- 
grum Sc affirmativum, (juxca conditionem in rVor. 5. 
affignatam, ) tum alius rerrmnus a'quationisparticu!aris 
a quantitate- z hberettir ; & fi nune expbnentibus denuo 
dererminatis non competat illa Quidobthwtiscondifio, 
tum reliquus termious ii quantitaie z Itberetur : Naro. 
nu-llo labore quihber ex tribus termiois fcquarionem. da- 
tam conflituentibus ' a quantifatez liberari pottft, Ter* 
tia,_ Si sequationi per Regulani prsecedeatem frsdatae. 
noh conveniat praedirfta Quadrabiiitatis conditio -, tum 
per Seriem qurrratur Are?e complementum f: y dz: 
quo cognito ftatim habetur Area qyarfita s %.nam, ut o&rn*- 
bus notum^ a y — f : y<'d'z =-f:.- z d y. Et ut fineecn- 
fufione Complemehturo perSeriemobtineatur,- in tequa- 
tione data Cumm psrticuiarem definiente pro z fcriba^ 
tur Y, &proy fcribaturZ: FaSaque h&c mutaticne 
Ordinatazin AbfchTam, & AbfcifTae in Ordirtatam, tra» 
&etur aequatio juxta praecepta regulx fecundre^ doriec 
HH conveniat Qiiadrabilitatis c©nduio , vel eandem ipfi 
non pofle convenire pateatv 

Exemplem : u Sitz^ -f- y 3 =bz y. Qpia hic m =;:$., 
n =s= % • e =? t, r — i, a — ■ 3 ; iduo 1 = 1 , adeoqae 
3?-f- 1 = 2. Et proinde (juxta.Not 4. ). duo pximiSaei 
wmini. dant Aream ■=,. \.z y — Jrb z 2 jr '", 



"?■ 



A.55 % %. Z-z z. jE&emir?.. 
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Exemp. 2. SU z* -fr.ay* = bzy*, ubim_»7, n = 3, 
■« = i, r = 2 •, qui faciunt 1= 2 j ideo ( juxta Not* 4. ) 
tres primi Seriei termini dabunt quaefitam 

7 b 2b' 

AREAM =—• z y • z*— — — z* y--*, 

10 1 5 a 1 5 a* 

Bxemp,^. §\t?J -f- & y f = h 2 " s y**v «bi m = r, 
■11=5, e = 2, r= ii; at quia hi non f aciunt 1 numerum 
integrum 8t affirmativum ; ideo (per Reguiam ftcunJam) 
iiberoterminum b 1 ~* y " a quantitate z 5. 8c fic aequatio 
fit z J — h y '* = — k z* y s -, ubi a = — h, b = — k ? 
Sl m = 5, n = 11, e=2, r=e ; qui faciunt !=i ; tlnde 

5 k 

ARjEA= — zy- z J y'- J 

nS i4 h 

E^ 4. Sit z* — h y* = — kz 1 y » ^ ubi m = 2, 
n = 2, e .= f , r = 2 ; qui non faciunt 1 numerum inte- 
grum & affirmativum ; ideo libero terminum — k z % y- a 
quantitate z; & tum z° -+. k y l = h z -.» y* ^ ubi a=k, 
b=hj & m_ao, n=2, e = —2,r=2, qui faciunt i=i, ideo 

h -I 

ARE,A=- z y 
k 

Exewp. 5. Sic z* y s = z* y% ubtm=2, 

• h h 

n=6, e=2, r=4; qui non faciunt l numerum integrum 
.g£ affirmativum j idemque contingit iiberato ( a quantitate 
Z ) utrolibtt ex reiiquis : Ideo juxia regulam Tertiam quxro 
Complementum * qaare ( ut jam pramonui ) pono z = Y j 
y = Z 5 unde aquatio data erit 

«_ _ 2 4g l _— <S g r-ar 4 "%T 2 » 

qus HuxtaReg. 1.) redufta ad formamgeneralem erithujus 
v modi 



C «35* ) 

6 h V 2 1 ,_4 V 2 
modi ^ — 1 = — Z« X ubi m = £, 

4g* 4g 

n==i,er: 4,r=2 ;qui nonfaciunt Inumerumintegrum 8c affir- 
mativum; ideofjuxta Ryg. 2,)tibero terminum uitimum aZ <, 

uude ^ JL = £4 X «bi m~£, 

4g 4g* 

4 1 h 
n=2, e= — 4, r=2 ; unde 1=^« a= , b= ; 

Unde Arex quacfitae. compiementum eft 

2 g 2g 

h -* 

Ergo etiam Area quaefita f: zdy = |zy-j ' z y 

2 S ' 



sec r/o IL 

Sm n ae 2C-{-n c c-f-n 

ITz 4-ay =bz y -ffz y squjf- 

tio exprimens Reiationem inter Ordinatam z 8c AbfchTam y. 
fcrit 

e-fi c-fi *e-fi 2c4-r 

AKEA = Azy4-Bz y -fCz y + 

3 e-f 1 3 c-fi 4e-f-i 4C+1 

Dz y -fEz y 4* 



Fz'*" y"*',^ 



Ubi 
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Ubi ( pofitis 2 c »f n=r, c 4 n=s) A = 



m -f- n 



m— e 45X A-fe~ m f 
3 — , , K — 

mxc-f- 1 -j-nxe-f-i 



■ ■ — » 



m-— 2 e-}-r x b A -f-m—e * c-f-i-4-r x e-f-i x f B4-2 eb—mb; 
m a x 2 c -f- t-f n a x 2 e-f 1 



m— 2 exc-f i-frxe-fixbB-fm — ex2c-f i-fsx2e-f ixfC 
max.3 c-f-i-f-nax^e-f-i 



m~2e*2c-f-i-f-rx2e-f ixbC4~m--ex3c-f i-f sx^e-f ix f D 

¥! — 1 - 1 — __ 



Mrn ■■ ' . 1' ; ' ■ - 



ma x 4c-J-r«4- nax^e-f i* 



«* mMMh#M» 



m— 2e*3C-f i-frx3e-f-ix bB-fm — ex4C-f-i4 Sx 4 e 4- lx f F 
2aax5c-£i-f na x 5e-f-*, 



C «353 ) 

De hac Serie (cujus progreffio primo feie intuitueft 
manifefta) haec funt notanda. (i.) Quod figurx (qua- 
rum Curvae praedicli aequatione defmiuntur) funt Qua- 
drabiles, quando Numeri exponentiales m, n, e, c,- Sc 
coefficientes a, b, f habent relationes modo affignandas ; 

2 c-j-m x n— 2 e 

fcil : quando ———-—» . eft numerus integer 8c affir- 

— c m — en 

mativus, qucm vocemus 1. & (cum 1 efl major quam 
z) quaouu Coeilicieniium relatioeft haec. 



m— 2exlc— c-t-i-j-rxle— -e-J-i bU 
e — mxlc-f-i — sx le-}-i 



m— 2exlc — 2 c-f-i~f-r xle— 2 e-[-i bP 



m x 1 c-f- l -j~ n *le ~f" x 



m — e x 1 c — c -f- 1 + r x ie — ■ e -f* 1 f U 

« — ■ - "" X- ' 

a 

m xic-}-i-}-nx le -f» 1 

Ubi U 8c V denotant Coefficletitcs Terminoi -um <Jqo» 
rum, qui immediate prxcedunt ukimo Area' quxmx 
Termino; fcil: U eft coefficiens terminiad Uinmum 
propiqris, P coefficiens termini ab uitimo rernotoris : 

5 e -|- 1 5 c -f 1 
ut fi Fz y efTet ukimus Arcx quxiitx rc-r- 

minus, tum U denotaret E, 8c P denotaret D. (•<.) U!- 
Aaaaaaaa timu^ 
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tiatus ilic Areae quxfitx terminus ex valore numeri I cog- 
nofcitur ; nam hic etiarn 1-f-i dat numerum termino- 
rum(abinitiofumptorum) Seriei, qui Aream qnajfi- 
tam conftituunt. (3) Si fuerit l==i, tum cotfficienti- 
um relatio debet efle hazc 



2e — mxi — A-j-rA b e-r~mx 1 — A-j-s A f 



-x — m - * - ■ «■»—» «— - ' x—j 



.f — _ a 



e — mxc-f-*— sxe-f-i \ mxc-J-i-J-nxe-J-r 
Si l=i i relatio debet efle haec 



m— 2exc-h i-f-ixe-j- 1 b B 



e-rmxac-l-i — sxze-f- 1 



2.e — mxi— A«f iA b. 
m x 2C+1 4" nx ae-f-J 
m — exc-f- 1 4" s x e -f- * ^8 

— - " - ■ ■ ' ' -"" X — " 

. a 



m x. 2C+1 +» * 2e 4"* 



SECTIO 
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s ec rio m. 

Sm n e c-f-n 2e 2c-j-n 
ITz ==ay -fbz y + fz y -f- 

gz 3 ° y 3C+n + h2 4C y 4C * V V ^. *quatio exprimens re- 

lationem inter ordinaram z & abfciflam y j & conftans 
terminis quotcunq^ Erir. 

'e-J-i c-j-i 2e-f-i 2C+1 

Area=A z y-j-Bz y -f- Cz y -j- 

3e+i 3C+1 4C-J-1 4C+1 , v 

Dz y 4- Ez y -j->* 

Quod in fallor, eft Theorema non conremnendum. 
Calculo per-facili inveniuntur A, B, C, D, E, &c. ut 
& Qnadrabilitatis conditiones, ck quot termini feriei A- 
ream quaerltam ccnftituant. Crefat quidcm numerus 
haiwm conditionum pro multitudine terminorum, exqui- 
bus conftatxquatio relationem interz &y definiens.Ec fpe- 
ciatim fi illa terminorum multitudo vocetur Njtum N%— x 
eft numerus conditionum Quadrabilitaris ; quarurn una 
Exponcntium m, n , e, c relationem rtfpicit, eficj; hxc; ut 

Nc — 2C 4- 2e — Np 4-mJ-n 

. f_ 

' " I I I ■ >l ■■! I III.M n^ m '^— , 

•— cm -~ en 

sft 
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eft numerus (quem vocemus 1) Integer & affirmativus. 
Reliqua? vero conditiones coefficientium a, b, f, g, h, 
&c. refpiciunt. Ac deniq; I-j-i dat numerum termi- 
norum (ab initio fumptorum) feriei, qui Aream quaefi- 
tam conftituunf. 

Corol. Ex hac Scrie generali deduci poteft Series, 
quas exhibeat Quadraturas Figurarum, quarum Curva? 
dcflniuntur pcr aequationem conftantem terminis qui- 
busvis, qui ;equationem Se&ionis tertiae generalern con- 
ftituunt. Nam ad hanc obtinendam opus tantum efl; 
Seriem computare pro sequatione conftante tot terminis 
(ab initio(umptis) xquationis generalis, quot inclu- 
dent Terminos osquatio Curvas definiens. Tum exva- 
loribus quantitatum A, B, C, D, &c. Eliminentur UJa» 
coe/Iicientes b, f, g, &c. qu;e ad icquationem propofi- 
tarn non fpe&ant ; reliquce dabunt arcam quaefitam Ex- 
emplo rcs datebir . 



S 



s e c r i o iv. 

m n e c-f n 30 ^c-fn 

I T z = ay -f bz y -f .gz y 



Equationcm exprimens relationem inter Z & Y. Jam quia 

m n e c-fn 2e 2C-fn je jc-fn 

z = ay -f bz y -f fz y -f gz y 

eft illa pars pars sequationis quas (fumptis terminis in 
ordinc a principio) includit aequationem datam ; quam 
dcinceps (brevitatis caufa) fequationem completam vo- 
cabo; ideo Figurarum (quarum Curvas dtfiriiumur per 
asquationem completam.) 

Arcse 
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e-f-i c+i 2e-"-i 2c-4-i 
Akx =Azy-f-Bz y " +Cz y + 

3e-f i 3c.f1 48+ 1 40f J „ 5e-|-l 5c-f » 
Dz y +Ez y +Fz y 4-^ 

&a,b, f, g ingrcdicntur valorcs quantitatum B, C,D, 
E, F &c, Si crgo in his valoribus ponatur ubiqj f=o 
, . f 2C * c *r* n ajqnationem datam non ingreditur) habe- 

bis valores quantitatum A, B, C, D, E, &c. qui in Serie 
fubftkutidabunt Areas quaefitas. EtCalculo initoinveni. 



m c-~m— c— nxA-j-m — e b 

tn-f-n — — u— — a 

m xc-f-i-f-nxe-f- 1 



c-{-nxe-f-i-{-m— 'exc-"-i bB 

G= 



^— — ■■" ■» * 



mx2.c+i+nx2e4-i a 



m — jex i — A-f 3C-j-nx— -Axg 
max^c-J-i 



< i tm ■ i ■ » ■— — » 



4-an — Gx2C-f-i-{-c4-rsx2e~|-i x«— bC- 



'-f-naxsQ-^-r 
Bbbbbbbb fc 



( '353 ) 



m — jexc-J-i-Hjc-J-nxe-f-ix 

E- — 

max4C-f-i 



— gB-f m— ex^c-j-i-f-c-f-nx^e-f ix-~ bD 



■ ■ | ■'■' I stmm 



-f-nax4e-f-i 



m — 3cx2c-}-i-f-3C-f-nx2(;-}-i + 
-J-ma x 5c-f-i 



— gC+m— o<4c-f i -}~c-f-nx4e-f- i x— bE 



■ i. 



-f-na*5e-f-i 



m—3 ex 3 c-f- r 3-f-c+n x 3 e-f-x x 



-J-maxdc-fi 



— gD-f-m— e x 5c~f-i-f-c-j-nx5e-f-i X "-bF 

m^mmmmmmmm — — — — — g pmmmm — — — -| , i^^, 

4-na x tfc;-f-i 



Ex 
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Ex his patet progreffio reJiquorum in infinitum. Ec 
fic habetur Series exhibens Quadraturas omnium Figu- 
rarum, quarum Curvae defimuntur per hanc asquationcra 

,„a.uor.c.rm„o.um^ y ' + iz °<+" + ^3*°- 

Et notandum quod conditiones Quadrabilitatis&nume- 
rus terminorum Seriei, Aream quamlibet qux fitam 
conftituentiutn, eadem funt cum conditionibus Qua- 
drabilitatis, & ;>umero Terminorum, qua; convcniunt 
Figuris. quai um Curvx ptr azquationes complctas defi- 
niuntur. 

Corol. P acter has duas feries in § % & 4 propter 
Figurasquatuor terminorum, poffunt eodem modo in« 
finitae alixleries computari pro caeteris cafibus Figura- 
rum, quatuorterminorum. Quod etiam intclligendum 
eft De omnibus aliisFiguris, quarumCurva» per xqua- 
tiones quotlibet terminorum numcro conftantes definiuj> 
tur. 

Non jam vacat ipfam Methodum minutiatim defcri- 
bere, per quam ad hujufmodi Series pervenio ; brcvem 
tamen ejus rationem exponere forte non ingratum erir. 
AfTumo Seriem ex 2 pariter ac y compofitam, fc: 

p q s h I k 

Azy-f-Bz y -{- Cz y -J- Dz y -J- OV. = f ; zdy. Cu- 

jus finguli termini (praeter primum) habeant Exponen- 
tes incognitos. Tum aequationem inftituo inter duos 
vaiorcs quantitatis dz, quorumalter ex hac ferie, aher ex 
scquatione relationem inter z & y definiente per Me- 
thodum Calculi Differentialis dire<5hm facile invenitur. 
Ex terminis hujus aequationis rite redu&ce primo deter- 

mino 



mtno exponentes incognitos p, q, g, b, l, k &e. Et de 
ju coefflcientes A, B, C, (&c. Et (Tplures fint compara- 
tiones, quam quas determinandis his coefficicntibus fuffi- 
ciunt, tum cx rcliquis dcduco Quadrabiiitatis conditio- 
ms, Si re#a ineatur via, Calculus eft longefaciJIimus; 
multafq; habeoRegulas huc fpediantes quas alias forfan 
tradam ; ut & ufum hujus Metbodi in inveniendis Qua- 
draturis irratioqalibus finitis, quando rationales nondan- 
tur : res enimomnino in poteftateeft. 



IV. Ab 



